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1. Introduccion

La introduccion del pensamiento aleatorio, complementario del pensamien-
to determinista que impera en los curricula de matemdticas de Educacion Pri-
maria, parece justificada desde:

~ Un punto de vista social, ya que hay numerosas situaciones del entorne del
nino que revisten un cardeter aleatorio (juegos infantiles y escolares, juegos
de apuestas de su entorno familiar, predicciones metcoroldgicas. .. ) que po
drian scr aprovechadas para una formacion social mas completa de los es-
colares,

— Un punto de vista formativo, va que el desarrollo del pensamicnto logico-
matematico del alumno que aprende no puede basarse solamente en Jas
disciplinas que desarrollan una vision determinista del pensamiento logico,
sino tambicn en esta rama de las matemiticas que trata de modelizar ¢l fun-
cionamiento de lo incicrto, de lo plausible, de lo probable,

La escucla Primaria ofrece maleiples posibilidades de desarrollo del pensa-
micnto probabilista v, sin embargo, la introduccion de esta rama de las mate-
miticas se pospone a la escuela Secundaria, Queriendo aprovechar todas esas
posibilidades, nos atrevemos a proponer una serie de ideas, de sugerencias v re-
comendaciones para la iniciacion de los ninos en el pensamiento aleatorio.

La exigencia de rigor que se plantea desde un punto de vista cpistemologico
exige ademas:

- La introduccién anterior del pensamiento combinatorio, elemento coad-
vuvante para una correcta determinacion de los sucesos asociados a cual-
quicr experimento aleatorio que sobrepase los estrechos limites de la
obviedad,

— El tratamiento posterior de datos, desde un punto de vista estadistico, para
lo cual constituve una avuda fundamental un desarrollo o méas completo del
pensamicnto aleatorio v de los conceptos ligados al mismo, consiguiendo asi
una derivacidn prictica de las teorfas probabilistas de indudable valor for-
mativo para la interpretacion de la realidad.

). Objetivos

~ Conocer algunos principios de epistemologia genctica sobre fa adquisicion
de las ideas basicas del pensamiento no determinista.

- Conocer v analizar las principales propuestas sobre la ensenanza-aprendi-
zaje de la combinatoria.

- Conocer v analizar las principales propucstas sobre la enscinanza-aprendi-
zaje de las ideas probabilistas.
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- Considerar la importancia de la didictica de la probabilidad para desarro-
llar la esradistica como campo aplicativo de gestion v andlisis de datos.

— Disciar v desarrollar ¢l curriculo referente al pensamiento combinatorio
necesario para emprender una diddetica de la probabilidad.

- Diseiar v desarrollar ¢l curriculo referente al desarrollo del pensamiento
probabilistico ¢n ¢l niio a partir de los resultados de investigacion mds re-
levantes.

3. Principales obstaculos para la inclusion
del pensamiento probabilistico en el curriculo
de Educacidn Primaria

La introduccion de los conceptos probabilistas iniciales, en los primeros ni-
veles de la Educacion, se encuentra con una serie de obstaculos que la hacen bas-
tante inviable en Ia actual ordenacion educativa del nivel de Primaria. Algunos
de esos obstaculos son:

— La ausencia pricticamente toral, en ¢l curriculo oficial, de cualquier refe-
rencia a la introduccion del pensamiento combinatorio, como parte de la
formacién matemitica del alumno de esos niveles. CAPITULD

- La ausencia pricticamente total, en ¢l curriculo oficial, de cualquier refe- 12
rencia a la introduccion del pensamiento probabilista como parte de la for-
macion marematica del alumno de ¢sos niveles.

- La presencia de ciertas ideas, recomendaciones v sugerencias sobre ¢l tra-
tamicnto de la informacion, sin la base epistemoldgica suficiente que pro-
porcionarfa una inclusion explicita en ¢l mundo probabilistico v
combinatorio.

— La concepeion didictica que subyace en las mismas orientaciones oficiales
que hace imposible tales introducciones, por la prelacion que impone de
unos temas sobre otros.

= Una visién restringida sobre ¢l desarrollo de los conceptos matemiticos
que impone solamente el tratamiento de una serie de temas que privilegian
una interpretacion determinista v cerrada del pensamiento matemdtico.

- La concepeion de utilidad inmediata que impregna la mayoria de los curri-
cula matemiticos de este ramo educativo, desechando las posibilidades
que puede proporcionar una formacion matemdtica mas completa y con
una cierta perspectiva de futuro.

Estos obsticulos no deben, sin embargo, rorpedear las intenciones que
nos animan sobre una formacion matemdtica mas completa de los alumnos de
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Educacion Primaria y sobre una formaciom en dididctica de las matemiticas mis
coherente de los maestros de ese mismo tramo de la Educacion Obligatoria,

4. El desarrollo de las primeras ideas sobre
el universo probabilista en el nifio
de Educacion Primaria

Los estudios de Piaget ¢ Inhelder’, Engel®, Glaymann y Varga®, Fischbein®,
Martini y Agl*, cte. plantean la posibilidad de ciertas adquisiciones en torno a
los conceptos probabilisticos v combinatorios que cualquicr maestro de Prima
ria deberfa tener en cuenta si desea acercar a sus alumnos al conocimiento de
ciertas ideas sobre ¢ mundo del azar v sus aledanos.

Aqui resumiremos algunos de los resultados, expuestos por dichos investiga-
dores, sobre la adquisicion de algunas ideas probabilistas en ¢l nino.

La representacion del azar, no intuitiva en la edad preescolar, se hace opera
tiva en ¢l periodo de Primaria como opucsto a lo determinista. Ademids la in-
fluencia social consigue que el nibo vaya adquiriendo, progresivamente,
nociones cada vez mis completas, de la frecuencia relativa ligada a los sucesos
impredecibles del mundo del azar,

No parece del rodo claro que el alumno de Primaria sea capaz de proceder a
la comparacion de probabilidades en todos los casos. Solo aparcce clara esta ad-
quisicién si se trata de sucesos, asociados a experimentos diferentes, donde el
nimero de casos favorables v el ndmero de casos desfavorables son iguales en
ambos experimentos. n casos distintos donde se trate de determinar la igual-
dad de probabilidades, no parece que se produzean adquisiciones relevantes res-
pecto a las que aparceen en ¢l nivel anterior de Infantil; no hay constancia de
que el nino de Primaria pueda determinar que dos sucesos son equiprobables en
la prictica rotalidad de los experimentos aleatorios que se les puede proponer.

En este periodo de las operaciones coneretas ¢l nino sélo es capaz de deter
minar las posibilidades ligadas a un experimento combinatorio ¢n ¢l caso en
que se le proporcionan un escaso nimero de clementos a combinar v, casi siem-
pre, a través de operaciones de ensavo v error, con ciertas inseguridades sobre
el agotamiento de todos los casos posibles. Parece posible que ¢l desarrollo de
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determinados medios de representacion {diagramas en drbol, tablas de doble
entrada, ctc.) pueden contribuir a la obtencién de todos los casos posibles aso
ciados a una situacion combinatoria.

Casi todos los autores citados anteriormente opinan que la instruccién pue-
de causar un cfecto beneficioso sobre la adquisicion de las ideas probabilisticas
¥ combinatorias ¢n la Escucla Primaria, contradiciendo en cierta forma las opi-
niones de Piaget e Inhelder que retrasaban tal adquisicion hasta ¢l periodo de
las operaciones formales.

B. Principios didacticos para la introduccion
del mundo aleatorio en el curriculo
de Educacion Primaria

Las expecrativas que abre el dltimo pédrrafo del punto anterior v la volunrad
firme de cambiar la situacion descrita en el punto 3, nos animan a proponer una
serie de principios que sustenten la propucsta diddctica que elaboraremos con ¢l
animo de que los maestros de Educacién Primaria dispongan de un desarrollo
diddctico de la probabilidad susceptible de mejorar la educacion matematica de
sus alumnos.

La proposicion que hacemos al respecto es la siguiente:

1} Aprovechar el entorno familiar al nifo {juegos, loterfas, entorno familiar,
etc.} para proponer situaciones que le acerquen al mundo de la combina-
toria y del azar, y a la determinacion de cicrtas probabilidades asociadas.

2) Aprovechar el entorno cscolar del nifo v las posibilidades de interdisci-

plinaricdad que éste ofrece para plantear situaciones donde el nino puceda

organizar datos, combinarlos y calcular probabilidades asociadas.

—

LI%)
—

} Enmarcar las situaciones propuestas cn un campo de experimentacion
{con monedas, peonzas, bolas, dados, cartas, cte.) donde se hagan paten-
tes, para los ninos, las distintas posibilidades de combinacion, las distintas
posibilidades de aparicion de un determinado resulrado, las distintas for-
mas de registro v de organizacidn de los resultados.

4

——

Desarrollar el vocabulario especifico de los saberes que se pretende intro-
ducir, desde las expresiones coloquiales asociadas al mundo probabilisti-
co, combinatorio o cstadistico, hasta las expresiones propias del saber
sabio que se estd pretendiendo introducir.

o
—

Desarrollar toda la serie de posibilidades de representacion asociadas, para
facilitar asi: la organizacion de datos, la lectura de datos, la determinacion
de frecuencias o probabilidades, la consecucion de todas las posibilidades
combinarorias, la obtencidn de medidas ligadas a la probabilidad, estadisti-
ca o combinatoria.
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6) Utilizar la Teoria de las Situaciones Didacticas { Brousseau) como marco
tedrico para la proposicion de situaciones donde se conceda una gran im-
portancia a las fases de formulacion y de validacion de los resultados ob
tenidos en la resolucion de las mismas,

71 Organizar la secuencia de situaciones propuestas al alumno de forma que ¢l
trabajo ¢n grupo se transforme en una constante v, de este modo, facilitar
la aproximacion del alumno a las tareas problemiticas complejas que supo-
nen la mavoria de las situaciones relacionadas con ¢l universo aleatorio.

5. Proposicion de contenidos en un curriculo
para la Educacidn Primaria

Los principios que acabamos de enunciar imponen una cierta cautela a la ho-
ra de disenar un curriculo para la Educacion Primaria. A la vez, los estudios so
bre la didactica del tema de los principales investigadores { Engel, Fischbein,
Varga, ct¢.) nos animan a ser un poco osados en la proposicion del mismo.

Lo organizaremos en dos partes: Desarrollo primario de combinatoria y De-
sarrollo primario de las 1deas probabilistas.

1) Desarrofio primario de combinatorin
e [a combinatoria sin reemplazamiento:
~ Variaciones sin repeticion. Permutaciones como caso particular
La importancia de la consideracion del orden. Combinaciones
e La combinatoria con reemplazamiento:
— Pormacion de variaciones

— Representacion de variaciones, Posibilidades

[55]

y Desarvollo prismavio de lus ideas probabilistas

— Experimentos aleatorios v experimentos deterministas

Conjunto de sucesos asociados a un experimento aleatorio
— Sucesos seguro, probable e imposible

— Asignaciom de frecuencaias a un suceso. Frecuencia absoluta v relativa de
un suceso. Representaciones asociadas

Comparacion de frecuencias relativas
— Noadn de probabilidad. Comparacidn de probabilidades

Creemos que se trata de un curriculo susceptible de ser desarrollado en Pri-
maria si se introducen los contenidos expresados en ¢l de forma que se respete
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el nivel cognitivo de los alumnos v se propongan las situaciones diddcticas ade-
cuadas para desarrollarlos.

7. Proposicién de una secuencia didactica
para desarrollar las primeras ideas de
combinatoria en los alumnos de Primaria

La construccion de situaciones didacticas que conformen la secuencia co-
rrespondiente se tiene que guiar por los principios generales establecidos en las
teorias de la diddctica fundamental, ya que se trata de claborar aquellas situa-
ciones que servirdn para que los alumnos inicien la elaboracion de una serie de
CONCEPLOS NUEVOS, CONCEPLOS que tenen que ver con las teorfas matematicas so
bre la combinatoria, Se debe subrayar el cardcter introductorio de dichas sitna-
ciones, ya que todos los estudios sobre la adquisicion de esos conceptos en el
nino apuntan la imposibilidad de llegar a una institucionalizacion de los mismos
hasta ¢l periodo madurative de las operaciones formales (12-16 anos).

Hemos senalado ¢l aprovechamiento de situaciones proximas al alumno co-
mo uno de los principios didacticos que deben estar presentes en el diseno de
esas sitnaciones introductorias, pero ademas ¢s descable que tales sitnaciones va-
yan acompanadas, en su resolucion, por toda una serie de representaciones grd-
ficas que avuden a la resolucion de las mismas. Para cllo el maestro tendrd que
gestionar cuidadosamente una varable didactica tan importante como c¢s la de
la representacion del problema (véase Capitulo 107

Procederemos pues, en todas y cada una de las situaciones didacticas pro-
puestas, desde la formacion de los agrupamicntos o asociaciones requeridas has-
ta el cileulo del ndmero de las mismas cuando cllo sca posible, pasando
irremediablemente por las representaciones asociadas.

7.1. Obtencion de asociaciones sin repeticion

Podemos aprovechar situaciones escolares v sociales, como son las de ccle-
bracion de las fiestas de carnaval por ejemplo, para disenar situaciones didicti-
cas a proposito de este tema.

a) Sitnacion de introduccion: formacion de paves, tevnas,
cuateyrnas, etc.

Veamos una posibilidad: s¢ ba decidido que en las fiestas de carnaval de este
ano todos los alumnos de la escuela se vistan de Harry Potter. Por cllo, nuestro
grupo ha sido cncargado de fabricar tres mdscaras {(todas distintas) v cuatro
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trajes (todos distintos) relacionados con el personaje. Materializar las formas dis-
tintas en que podremos vestir al personaje clegido este afio. ;Cudntas midscaras
¥ Cudntos trajes tendremos que construir, en consecuencia, para materializar to-
dos los disfraces posibles?

La gestion diddctica de la situacion exigird, dado ¢l nivel de enseiianza en que
nos situamos, la consideracion de los siguientes pasos ¢n la resolucion de la si-
tuacion propuesta.

1) Gestion de ln variable diddctica <material de que dispone
el alumno»

El inicio de la resolucién de la situacion propuesta ha de tener en cuenta esta
variable, dado el nivel de ensehanza en que nos situamos y, por cllo, seria
conveniente que se proporcionase a ciertos grupos de alumnos bocetos de las tres
mascaras v de los cuatro trajes (mas de las que se necesita construir, en cada caso),
para que clios pudicsen proceder a la matcrializacién de todos los disfraces
posibles, vy a otros grupos, un solo boceto de cada méscara v de cada traje posible,

2) Gestion de la variable diddctica “organizacion de la clase»

Paralclamente a la anterior se tendria que gestionar esta variable organizando
la clase por cjemplo «en parejas», de forma que algunas dispusicsen de la
multiplicidad de bocetos v que otras dispusicsen s6lo de un cjemplar de cada
boceto distinto.

Distintas representaciones posibles serian:
— La representacion tipo drbol

Trajes a b

Mascaras 1 2 3

N .Y
Si los trajes son a, b, ¢ y d y las mdscaras L,2v3

- La representacion tipo tabla de doble entrada

A B C D

=

La gestion simultinea de estas dos variables diddcticas Hevaria a ciertas parcjas
a proceder a la formacion de asociaciones materializadas ¥ a otros grupos a la
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representacion correspondiente de asociaciones. Una puesta en comin pareceria
entonces obligatoria para sacar conclusiones sobre la regla de formacion.

3) Gestion de la variable diddctica <magnitud de los nigmeros
presentes?

La gestion de esta variable llevaria a completar la situacion, por ¢jemplo, con
una pregunta del tipo:

«;Cudntos tipos distintos de mdscaras y cudntos tipos distintos de trajes

tendriamos que considerar para que tuviésemos suficientes para disfrazarnos los
23 que somos cn clase?»

Esta ¢s una variable diddctica fundamental para llegar a la claboracion de la
formula general que nos proporciona el nimero de asociaciones posibles.
Creemos que en esta situacion de introduccién no seria dificil llegar a la formula
general.

Parece obvio que la extension desde esta formacion de pares a la formacion
de ternas, cuaternas, etc. deberfa seguir itinerarios semejantes.

Actividad 1: Elaborar una situacién que tenga como contexto la formacién de ternas con un con-
texto en que intervengan lapices, pinturas y tizas. Hacerla evolucionar desde un nimero pequeiio de
elementos hasta un niimero grande pero manejable (con un niimero de ternas total menor o igual
que 120).

Senalar la gestion de las variables diddcricas que intervienen.

b) Situaciones propias de asociaciones sin vepeticion.
Las combinaciones

Situdndonos en ¢l mismo contexto de la situacion anterior, se pucde aprove-
char la formacién de parejas de alumnos para la organizacion de la clase. La si-
tuacion seria la siguiente:

«Elegimos a 5 alumnos de la clase (s¢ dan los nombres) Tenemos que averi-
guar cudntas parcjas distintas se pucden formar con esos 5 alumnos».

1) Consideracion preliminar: ln importancia de la vaviable diddctica
«natsmero de conjuntos genevadores de los elementos a combinar»

En la situacion anterior partiamos de dos conjuntos claramente diferencia-
bles {mascaras, trajes), mientras que ahora partimos de un solo conjunto (de 5
alumnos) y se trata de formar las asociaciones [parcjas), perteneciendo los
componentes de la pareja a un mismo conjunto. Este constituye un salto cua-
litativo importante en la formacion de agrupaciones v sc podria conectar a una
variable didictica tipica y propia del entorno combinatorio como ¢s la que rige
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el cambio desde un nimero dado de conjuntos de los que se eligen los ¢le-
mentos a combinar a un solo conjunto de cleccion de tales clementos. Es pre-
cisamente la asignacion de este Qltimo valor {un solo conjunto) a ¢sa variable
didictica ¢l que supone la entrada en cl tipo cldsico de situaciones combinato
rias.

2} Tipo de problema combinatorio: la obtencion de muestvas sin
repeticion de elemenios

Conviene, desde el principio, enfrentar a los alumnos a dos tipos de proble-
mas combinatorios; aquellos en que puede darse una repeticién de elementos ¢n
la formacion de las diversas asociaciones que se obtienen y aquellos en que eso
no es posible, Aqui estamos ante uno de estos Gltimos va que si se trata de for-
mar parejas de alumnos es imposible que un mismo alumno se pueda repetir en
una parcja dada. Cada parcja tendrd que estar constituida por pares de clemen-
tos distintos, No serfa ése ¢l caso si se wratara de averiguar las parejas distintas
que se obticnen al lanzar dos dados. Aqui si que se podrian dar pares como (1,1}
o (5,5).

Este tipo de asociaciones, grupos, mucstras obrenidas con tales situaciones se
denominan combinaciones.

3) La gestion de otvas vaviables diddcticas

Es evidente que también en este caso se podrian manejar otras variables di-
dieticas al igual que en el apartado a). Resultan fundamentales variables como:
¢l material de que dispone ¢l alummno {aqui los propios alumnos forman parte
del materialy en un principio), la organizacion de la clase o ¢l nimero de ele-
mentos del conjunto referencial. Esta Gltima anade interés a lo ya dicho ante-
riormente sobre ellas; en ¢l apartado a) cra bastante facil llegar, a través de la
gestion de esta variable, al calculo total {multiplicacién del niimero de elemen-
tos de cada conjunto) de todas las posibilidades de asociacion v, sin embargo,
es0 mismo serd mucho mas dificil en la situacion que planteamos ahora. El au-
mento del nlimero de clementos del conjunto referencial dificultard la forma-
cion del niimero total de parcjas ¢ imposibilitard, para los alumnos de estas
edades, el cdleulo de ese nimero, segin afirman todos los expertos en ¢l rema
{véase Diaz Godino v Barantro®),

También debemos resenar que al trabajar con un finico conjunto que nos
proporciona los elementos para combinar entre si v gestionar adecuadamente la
variable diddctica «material de que dispone el alumno», de forma que ¢l alum-
no tenga que producir una representacian de las combinaciones posibles, se da
ria lugar a un nuevo tipo de representacion, la representacién mediante un
aralo:

" Véase Diaz GoniNo, J. v Baraxero, C. (19871 Azar v probabilidad, Sintesis: Madrid,
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Actividad 2: Plantear una situacion en que haya que formar todas las combinaciones posibles, toman-
do como contexto de desarrollo de la situacion los juegos del recreo. Espedificar el uso que se prevé pa-
ra la variable didactica: nimero de elementos del conjunto referencial. éCudl seria el valor méximo que
se le daria a ese nimero para que los alumnos de su clase llegaran a formar todas las combinaciones
posibles?

¢) La considevacion del ovden en las asociaciones formadas.
Las variaciones y las permutaciones

Para que ¢l planteamiento de una situacion muestre lo que pretendemos en
este apartado, nos vamos a situar en el contexto de la clase:

Se han establecido en la clase 4 ambientes distintos para la resolucion de problemas: el de los pro-
blemas de clculo, el de los problemas geométricos, el de los problemas de medida y el de los pro-
blemas de combinatoria, Juan, Pedro, Jorge y Antonio son cuatro nifos de la clase a los que le ha
tocado hoy resolver problemas en esos ambientes. {De cuantas formas distintas se pueden distri-
buir en esos ambientes Jorge y Antonio, si cada uno ha de resalver un tipo distinto de problemas?

1) Primer subvavado importante: ¢l tipo de problema combinatorio
gue se estd pretendiendo ingroduciy, las vaviaciones

Una actividad irrenunciable, para probar la comprension del enunciado de la
situacion-problema por parte de los alumnos, debe hacerse explicita a través del
plantcamiento de preguntas como la siguiente: zes lo mismo que Antonio esté
resolviendo problemas de geometria v Jorge de cilculo que al contrario? Tales
preguntas deberian entrenar al nino para la consideracion del orden en tal tipo
de situaciones. Es precisamente este aspecto del orden ¢l que caracteriza un nue-
vo tipe de problemas combinatorios, son aquellos problemas que en la teoria
correspondiente sc llaman problemas de variaciones.

2) La importancia decisiva de la vaviable didactica <material del que
dispone el alymno»

En este tipo de situaciones introductorias a los problemas combinatorios de
variaciones, es necesario, en un primer momento, que ¢l alumno vea materializa
da la sitwacion de forma que puede darse cuenta de la intervencion del orden, por
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una parte, v de la formacion de las distintas agrupaciones que se pueden hacer con
los dos alumnos que s¢ combinan para trabajar los distintos tipos de problemas.

Serd una intervencidn posterior sobre esta misma variable la que forzari cl
uso de representaciones grificas si se le proporcionan al alumno copias repre-
sentativas de la situacion de los distintos ambicntes, en nimero suficiente (siem-
pre hay que darle mis que ¢l nimero de agrupaciones distintas que se puedan
obtencer). Por cjemplo, la representacion podria ser:

L L

L i

donde las cuatro esquinas representan a los cuatro ambientes distintos. En cada
copia se trata de poner las iniciales de los dos nombres, de forma que al final se
obtengan todas las agrupaciones posibles.

Una posterior y tltima intervencion sobre esta variable didactica, dejindoles
solo Lipiz v papel, podria dar lugar a una representacion mds abstracta de las
agrupaciones posibles, por cjemplo del tipo: (], , , A).

No nos parcce conveniente repetir aqui la gestion sobre otras variables di-
ddcticas, como la de la organizacién de la clase, para llegar a todas las variacio-
nes posibles, o sobre la magnitud de los ndmeros que intervienen para llegar a
la formacién de todas las variaciones posibles y a la imposibilidad de obtencién
de la formula general en cualquier caso.

3) Un caso parvticular de vaviaciones, las permutaciones

La obtencion de este tipo particular de variaciones s¢ conseguird, precisa-
mente, a partir de la gestion de esta Gltima variable gque hemos mencionado al
igualar el tamano de las agrupaciones que se han de realizar con ¢l niimero de
elementos que intervienen en la formacion de esas agrupaciones. La situacién
propuesta se transformaria ficilmente en un problema de permutaciones si plan-
teasemos:

:De cudntas formas se pueden distribuir los cuatro ninos en los cuatro am-
bicntes mencionados?

Actividad 3: Describir los pasos que se deben seguir en la gestion de la variable didactica «magnitud
de los nimeros que intervienens para pasar de un problema de variaciones a uno de permutaciones,
centrados en el ambiente familiar del alumno.
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7.2. Obtencion de asociaciones
con repeticion

Para completar ¢l panorama de los principales resultados de combinatoria,
tenemos que considerar asociaciones en que se pueda dar una repeticion de cle-
mentos ¢n las asociaciones que se puedan formar. A esto habiamos aludido de
pasada en ¢l punto anterior.

Centrandonos como hasta ahora en el mundo proximo al alumno, podemos
sugerir una situacion como la siguiente:

«Para |a fiesta de fin de curso se ha elegido, entre los alumnos que mejor saltan de la clase de 4°
A, a3 alumnos (Jorge, Pedro y Antonio) y 3 3 alumnas (Jessica, Paloma y Beatriz), para realizar
un campeonato de saltos de longitud. Cada uno de ellos debe realizar dos saltos, sin haber esta-
blecido un orden de salto. Describir las parejas distintas que pueden realizar los dos primeras sal-
tos»

Evidentemente, Ta formacion de parejas da lugar a que se formen éstas con
una misma persona va que los dos primeros saltos los puede realizar un mismo
alumnoia). Con ¢llo se obtienen una serie de variaciones que llamaremos con
repeticion ya que un mismo grupo puede estar formado por dos clementos igua
les,

Convicne destacar el papel de la variable diddctica «material de que dispone
¢l alumno» ya que una gestion adecuada de la misma por parte del maestro, da-
ri como resultado diversas representaciones que reflejen Ja formacion de las dis-
tintas parcjas, siempre que llegue un momento ¢n que esa variable se concrete
en que el alumno disponga solo de lapiz y papel para dar paso a la formacion
exigida.

Entre tales representaciones, queremos poner ¢l acento sobre una en parti
cular: la representacion tipo grafo va que, a diferencia de la correspondicnte en
las variaciones con repeticién, en ésta aparecerdn bucles al tener que representar
la pareja que forma cada uno consigo mismao.

B = )
gy T
. f

)

[ [

cariTuLo

12



342 | Didéctica de las Matematicas para Primaria

Q. Proposicion de una secuencia didactica para
desarrollar las primeras ideas de probabilidad
en los alumnos de Primaria

La elaboracién de una secuencia didictica sobre la probabilidad, para alum-
nos de Primaria, deberfa tener en cuenta una progresion que particndo de los
fendmenos aleatorios nos llevase a la asignaciéon de las probabilidades asociadas
a tales fendmenos. En ella habria que tener en cuenta ¢l auxilio que puede pres-
tar, ¢n todo momento, el cdlculo combinatorio abordado anteriormente, para
determinar sobre todo los sucesos asociados a un experimento aleatorio,

8.1. La construccion de una maqueta para el
planteamiento de fenémenos aleatorios, con
una determinacion primaria de la probabilidad

Del mismo modo que se acta en todas las magnitudes medibles”, se necesita
contar con un material diddctico que facilite Ja concrecion de los experimentos ale-
atorios. A este material diddctico se le llamard maqueta de la probabilidad y serd ¢l
matcrial que se utilizard para plantear las distintas situaciones ¢n torno a los expe-
rimentos aleatorios v a las probabilidades asociadas a los experimentos del mismo.

Parece evidente que dicha maqueta deberd estar constituida por toda una se-
ric de materiales susceptibles de generar fendmenos aleatorios. Por ello los com-
ponentes de dicha maqueta deberfan ser:

— Dados de diferentes formas: cabicos, tetraédricos, dodecaédricos. etc.
— Monedas en que se pueden distinguir dos partes diferenciables
— Juegos de cartas; de 32 cartas, de 40 cartas, de 52 cartas...

Ruletas con diferente niimero de sectores

- Bolas o fichas con diferentes colores o nimeros para ser extraidas de una
bolsa opaca -

- Figuras geométricas divididas en zonas cuva relacion superficial ¢s bastan-
re evidente

Peonzas con varios sectores ¥ susceptibles de caer, en su movimiento de gi-
ro, sobre uno de esos sectores

- Dianas con diferente nimero de circulos concéntricos

T Véase [en Criamorro, M, C, v BeLmoNte, [ M. (1988 Ef probdema de fo wmedida, Madrid:
Sintesis] todo lo relative a la construceion de maquetas para trabajar en una magnid.
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— Recorridos con cruces donde hay varias posibilidades de cleccion
Loterias, quinielas, etc,

Es decir, una serie de materiales que permiten generar una serie de sucesos
aleatorios a los que se puede asignar una probabilidad.

Por ello, en cada una de las situaciones componentes de esta sccuencia di-
dictica, propondremos ¢l uso de uno o varios de ¢sos materiales va que cstos
nos proporcionaran ¢l grado de conerecion necesario para ¢l planteamiento de
csas mismas situaciones.

8.2. La percepcion del azar: fenémenos aleatorios
y fenémenos deterministas

Los nifios de los primeros niveles de Primaria poseen con anterioridad, una
idea inicial sobre la existencia de experimentos sobre los que se puede elaborar
una hipétesis de resultados asociados y otros en los que tl prevision no ¢s po-
sible. Ta influcncia del entorno social (juegos, medios de comunicacion, sobre
todo la television, apuestas sobre resultados deportivos, erc.) va instalando cn la
mente del nibo la idea de que hay experimentos para los cuales no es posible de-
cir, con toda seguridad, 1o que se va a verificar.

Proponemos pues, para comenzar, someter a los alumnos a una bateria de ex-
perimentos, para que ellos determinen si estdn seguros 0 no del resultado de los
MISTMOS.

Aqui presentamos una posible proposicion de experimentos v de preguntas
al respecto:

— i acercamos una llama a un papel, {qué pasa? éEstamos seguros de lo que va a pasar?

— Si lanzamos una moneda al aire, iqué restltados podemos obtener? iéEstamos seguros de la que
va a salir?

¥ si lanzamos un dado, épodemos decir con toda seguridad que saldrd un &?

\amos al parque temdlico, ite dejan entrar si no tienes entrada?

Si nos hemos perdido en la excursion que ha organizado la escuela y llegamos a un cruce en que
hay tres caminos, épodremos decidir con toda seguridad qué camino tomar?

La pucsta en situacion tiene que dar como resultado la existencia de dos ti-
pos de situaciones que se contraponen: aquellas en que ¢l resultado se puede co-
legir con toda seguridad (experimentos deterministas) y aquellas donde no c¢s
posible determinar un resultado dado {experimentos aleatorios ).

Actividad 4: Plantear una serie de situaciones que den lugar a la distincion entre experimentos aleato-
rios y experimentos deterministas.

CTAPITULO
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8.3. La determinacion de resultados asociados
a un experimento aleatorio

Se puede comenzar perfectamente planteando directamente a los alumnos
una situacion como:

A\l lanzar dos dados, iqué parejas de nimeros podemos obtener?, icudntas son en totalls

a) La «<puesta en escena» de la situacion

Una gestion adecuada de la variable didictica «material del que dispone ¢l
alumno» tendria que imponer que el alumno dispusiese, en el nicio, de los dos
dados para generar de una forma prictica rodos los resultados posibles,

La gestion posterior de esa misma variable aconsejaria la retirada del material
v la elaboracion de una consigna que obligase al nifto a usar otros medios de ob-
tencion de esos resultados. Tal consigna podria ser la siguicnte:

Hemos dividida la clase en parejas. En cada pareja uno de fos componentes de la misma debe pa-
5ar a su companero(a) la informacion necesaria para que sepa todos los resultados que se pueden
obtener al lanzar dos dados, Para ello disponéis sélo de lapiz v papel.

Es previsible que el trabajo anterior sobre la secuencia planteada para la intro-
duccion de las ideas de combinatoria les impulse a utilizar una simple fila o co
lumna de resultados posibles agrupados por parcjas o los distintos medios de
representacion que se habian usado alli {tablas, diagramas de arbol. grafos), La
emergencia de cualquiera de estos métodos de designacion deberia ser complera-
da con una consigna suplementaria que obligase al receptor del mensaje a elabo-
rar un mensaje distinto para llegar al mismo resultado, con discusion posterior
sobre la pertinencia de los mensajes enviados. De esta forma se podrian obtener,
para una misma situacion, distintas formas de representacion adecuada.

b) La dificultad de distincién de pavejas distintas de niimeros

En la obtencion de todos los resultados posibles asociados a la situacion aleato-
ria planteada surgird muy pronto la consideracion, como un solo resultado, de dos
resultados distintos: los asociados a las parejas de ndmeros en que las cifras numé-
ricas aparecen en distinto orden en la pareja, por ¢jemplo (3,4) v (4,3). Efectiva-
mente, la experimentacion que se emprende al lanzar dos dados impulsa a
considerar ese resultado como Ginico, sobre todo en ¢l caso en que se lancen ambos
dados a la vez. Entonces, para la obrencion de todos los casos posibles habria que:

1} Gestionar la variable didéctica va mencionada en ¢l apartado a} para que
una vez llegados a una fila o columna de pares de resultados, se pasasc a
otros tipos de representacién planteando, por cjemplo, el intercambio de
mensajes que se sugeria en ¢l final del mismo apartado v una representacion
grifica, como las mencionadas, podria introducic v ogenerar la discusion
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sobre esas parejas de niimeros distintas porque los nimeros aparecen ¢n
cllas colocados en orden distinto.

(3]

Transformar fa situacién dada en una nueva, donde los dos niimeros de
cada parcja tuviesen una significacion distinta. Por cjemplo,

Se dispone de un juego de la aca, pero se va a jugar con dos dados que se lanzan sucesivamente
uno detras de otro. El nimero que sale en el primer dado hace avanzar, el que sale en el segundo,
hace retroceder {no se puede retroceder mas alli de la salida). {Cuédntas veces tendria que firar, co-
ma minimo, ambos dados para pasar de una casilla «an a una casilla «b»? iCon qué pares de re-
sultados podria hacer ese transito? (Las demas reglas del juego se manticnen).

La transformacion de la situacion carga de significado a los dos componen-
tes de la pareja de niimeros y obligaria a considerar como distintas las parejas ¢n
que los mismos ndmeros aparccen en orden inverso, por cjemplo {2,5) v (5.2).

Cambiando de discurso, podemos mencionar la posible gestion de la varia-
ble «organizacion de la clase» para obtener, también asi, rodas las posibles pare-
jas d¢ nimeros.

El conjunto de todas las parcjas asociadas a ese experimento alcatorio del lan-
zamiento de dos dados s el conjunto de sucesos elestentales asociados al cxperi-
mento aleatorio,

8.4. La generacion de otros sucesos asociados
a un experimento aleatorio

St en ¢l caso que hemos planteado Gltimamente sobre ¢l juego de la oca,
cambidsemos la regla que determina la influencia de los dos dados v la esrable-
ciésemos del modo siguiente:

Se lanzan los dos dados simultdneamente y se avanza tantos lugares como indica la suma de los
dos dados,

s¢ generaria otra serie de sucesos ya que habria que atender a la suma obtenida
entre las puntuaciones de ambos dados. Estos nuevos sucesos son siscesos com-
prestos a partir de los sucesos elementales anteriores, va que a cfectos practicos
de lo que se trataria es de tener en cuenta todas las posibilidades de suma que
se generan al realizar ¢l mismo experimento aleatorio del lanzamiento de dos da-
dos. Como c¢jemplo ilustrativo, podemos mencionar que ¢l suceso «sumar 7», se
obtiene de la composicion de los sucesos clementales: sacar {1,6), sacar (6,1},
sacar {2,5), sacar (5,2, sacar (3,4) y sacar (4,3).

A efectos didécticos se le pueden plantear a los alumnos preguntas relaciona-
das con rales sucesos compuestos, como: ¢hay mis posibilidades de obtener una
suma de 7 o una suma de 122, ;cudntas posibilidades hay de sacar como suma 123
& como suma 22, ;qué es mds posible, que obtenga una suma 7 o una suma 82,
ctc. Todas estas preguntas contribuirdn a la comprension de la situacion plantea-
da como vefamos en ¢l capitulo 10, cuando se planteaba que ¢l trabajo sobre la
comprension de un problema se podia emprender, a nivel didactico, a través de

CAPITULO
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una serie de preguntas sobre ¢l enunciado que diesen una idea al macstro del gra-
do de comprension del mismo por parte de sus alumnos,

Parece evidente que se podrian plantear también preguntas como: ;qué posibi
lidades tenemos de sacar como suma 12, 0 xqué posibilidades tenemos de sacar co-
mo suma un nimero comprendido entre 2 v 12, ambos incluidos? Tales preguntas
darfan lugar a dos sucesos que s encuentran asociados a cualquier experimento
aleatorio: ef suceso imposible ¥ of suceso sequro, v ambos tendrdn que ser considera-
dos en cualquicr experimento aleatorio, ya que la experiencia social de los alum-
nos de Primaria supone ¢l mancjo de ambos tipos de sucesos, como s puede
detectar al seguir sus comentarios al referirse a cualquier experimento de tal tipo.
Los términos énposible y sggeve se utilizan profusamente en todas aquellas situa-
ciones que les enfrentan, aungue sca de modo inconsciente, al mundo aleatorio.

Actividad 5: Plantear una situacion que se desarrolle tomando como material una baraja espafola y
que se concrete en un juego donde en cada lance cada jugador tome dos cartas y actie con ellas en el
juego. Determinar entonces los sucesos elementales asociados a esa extraccién aleatoria de dos cartas
y los sucesos compuestos que se deriven de la regla del juego que indica como se actiia con ambas car-
tas para practicar el juego. Poner algin ejemplo de suceso impasible y de suceso seguro, que tengan
sentido en el contexto de la situacion®.

8.5. La medida elemental asociada a un experimento
aleatorio: la determinacion de las frecuencias
absoluta y relativa de un suceso

En cualquicer experimento alearorio, una vez determinados los sucesos cle-
mentales asociados al mismo v otra serie de sucesos que tengan que ver con las
situaciones particulares en las que intervenga tal experimento aleatorio, cs pre
ciso contar ¢l nGmero de veces que aparece el suceso considerado en cada oca-
sion, con vistas a determinar las posibilidades de aparicion de cada suceso, en
una situacion gque por su propio caracter no permite deducir resultados estable-
cidos de antemano,

Para la introduccion didactica a los conceptos (frecuencias absoluta ¥ velari-
va de un sueeso) que estamos pretendiendo asociar a cualquier experimento alea-
torio, s¢ podria disehar una situacion como la signiente:

Para determinar quién distribuira hay los cuadernos de problemas, cada uno de vosotros lanzara
diez veces una moneda de un euro, ante todos los demas, Ganara quién obtenga mas caras en sus
diez lanzamientos.

¥ Se considera beneficioso, a nivel diddctico, practicar cada uno de los juegos asociados a las si-
tuaciones descritas o a cada una de las actividades planteadas, parz asegurar la motivacion del alum-
no y para ponerle en conracto con ¢l contexto que deseribe cada situacion particular,
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Ll cardcter a-diddctico de la situacion estd asegurado al plantear a los alum-
nos una situacion cuyo método dptimo de resolucion se concreta en la utiliza-
cion de un concepto que ya habrin adquirido anteriormente: el de contar. Por
otra parte, ¢s conveniente que los resultados de dicha cuenta se materialicen v,
al respecto, no serd muy dificil encontrar un medio para el registro de resulta-
dos como el que puede constituir una tabla donde figuren los nombres de to-
dos ellos.

El simple recuento de los casos en que aparece ¢l resultado propuesto cons-
tituird un indice que sirve a efectos pricticos, pero que no indica nada a efec-
tos de determinar las distintas posibilidades de verificacion que tiene ¢l suceso
«sacar carar asociado al experimento aleatorio del lanzamiento de una monc-
da. La consccuencia, a nivel didictico, cs evidente: jcdomo transformar una si-
tuacion propuesta para que dé un indice de las posibilidades de aparicion de
un Suceso?

a) La pertinencia de considevar la frecuencia velativa como
primer indice pava mediv las posibilidades de que un suceso
dado se vevifique

! La gestion de una variable diddctica como es ef sutmero de veces que se vepite
s experimento adeatorio debe provocar un cambio en las estrategias para deter-
minar en qué caso hay mas posibilidades de que se verifique un determinado su- S
Ces0. CAPiTULO
Supongamos entonces que la situacion ancerior la ransformasemos de la si- 12
guiente forma:

Hay distribuira los cuadernos quién tenga mayores posibilidades, en cada lanzamiento, de que le
salga cara al lanzar una moneda de un curo, pero unos lanzaréis la moneda 10 veces y otros 20
veces.

La aclaracion que scguramente se necesitard para comprender la nueva situa-
cion deberd llevar al maestro a formular preguntas comao las siguientes, antes de
dar paso a la prictica de los lanzamientos y a la obtencion de consecuencias:
{Credis que la situacion planteada es justa? ;Quiénes tendran mds posibilidades
de que les «salga carax, los que disponen de 10 lanzamientos o los qué dispo-
nen de 20 lanzamientos? (Dependen esas posibilidades del namero de lanza-
mientos que se realizan?, etc.

Se trata pues de hacerles comprender, en principio, que las posibilidades
no cambian al variar el nimero de veces que se realiza un experimento alea-
torio.

Pero ademas tendrdn que comprender que esas posibilidades van a estar re-
gidas por la relacién que exista entre ¢l niimero de veces que ha aparccido un
suceso determinado v el nimero de veces que se ha realizado el experimento.
Para ello vamos a proponer la situacion siguicnte:
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La maestra dispone de una serie de cromaos y comunica a sus alumnos que pueden ganarlos cada
vez que tiren una moneda y les salga cruz, o cada vez que tiren un dado y les salga 6. En cualquiera
de los dos casos ganardn 3 cromos. Cada alumno podra realizar como maximo cinco tiradas, pero
antes de tirar deben decidir si emplear la moneda o emplear el dado vy, ademés, por cada tirada
que quiera realizar deberd devolver a la maestra un cromo, ¢Cudl serd la mejor estrategia para ga-
nar el nimero maximo de cromos?

Situaciones de este tipo en que se necesite tener ¢n cuenta no solo las veces
que aparece un resultado sino tambicén ¢l namero de veces que se realiza ¢l ex-
perimento aleatorio v, por tanto, la relacion que existe entre ambos niimeros,
son fundamentales para introducir la frecuencia relativa de un suceso dado, que
vendri dada por esa relacion v que se podrd expresar en [orma de una fraccion
cuyo numerador sea la frecuencia absoluta v cuyo denominador sea el nimero
total de prucbas realizadas.

Una gestion adecnada de estas situaciones exigird la busqueda de medios de
registro de los datos que vavan apareciendo v, por supuesto, ¢l medio clisico de
lograr esas representaciones es la tabla en que aparczean cada suceso elemental
contemplado, la correspondiente frecuencia absoluta y, por dltimo, la frecucn-
cia relativa. A esos medios de registro iran asociadas representaciones que refle-
jen las frecuencias absolutas o relativas, normalmente representaciones tipo
barra.

b) El aumento del numervo de pruebas como forma de intuicion
de la probabilidad, a través del cilculo de las sucesivas
[frecuencias relativas
Convendrd, en este punto de la secuenaa didactica, plantear toda una serie

de experimentos donde se multiplique el ndmero de prucbas, con ¢l fin de in

tuir la tendendia de la frecuencia relativa de cada suceso considerado y asi Hegar

a la intuicion de la regla de Laplace que nos da la probabilidad del suceso co-

rrespondiente,

Consideremos, entre los numerosos experimentos que s¢ podrian tomar <o-
mo ejemplo, ¢l siguiente;

Disponemos de una ruleta como la de la figura y vamos a girarla 20 veces. Anotamos los resulta-
dos obtenidos y sus correspondientes frecuencias absolutas y relativas.

A continuacion nos agrupamos en grupos de 4, y cada grupo la girara 30 veces, Anotaremas lo mis-
mo que antes, teniendo en cuenta los resultados de todos los grupos.

Por dltimo nos agrupamos por parejas y cada pareja la girard 50 veces. Entre todos anotaremos lo
mismo que antes, pero recogiendo lo obtenido par todas las parejas.

La tabla correspondiente para anotar los resultados v las correspondientes
frecuencias seria:
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Ruleta:

Nota: Si [a flecha apunta a la rava divisoria entre dos sectores, s¢ vuelve a gi-
rar otra vez, contanddo entonces un solo giro,

Resultado Frecuencia absoluta Frecuencia relativa

] L. o]
B 2

. -
B 4

5
= 6

7

8 . | ]

Sc utilizard una de estas tablas cada vez que se realiza el experimento, con el
fin de reflejar las distintas frecuencias a medida que va aumentando ¢l nimero
de veces que se abordase ¢l mismo. Por supucsto en cada una de cllas se refleja-
ria ¢l resultado obtenido por roda la clase.

La observacion de la variacion de las frecuencias relativas asociadas a cada su
ceso elemental, una vez que tenemos en cuenta solo la Gltima columna de cada
una de las tres tablas, deberia dar una idea aproximada del valor hacia ¢l que
tienden las mismas si vamos aumentando ¢l nimero de experiencias, y por tan
to, a partir de cllo se podria intuir la probabilidad de cada uno de los sucesos
elementales derivados de esa experiencia,

Asi, para cada suceso dado del experimento aleatorio empleado, se podré in-
tuir que las frecuencias relativas se van aproximando a 1/8, dando entonces un
sentido primario a la regla de Laplace que establece ¢6mo se halla la probabili

‘C»\PiI'ULO
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dad de un suceso: es la fraccién con numerador el nimero de casos favorables
al suceso dado v cuyo denominador ¢s ¢l nimero de casos posibles en ¢l expe-
MTMento.

Adtividad 6: Plantear un experimento aleatorio con 2 monedas y la multiplicacion necesaria de prue-
bas para que se llegue a determinar las probabilidades asociadas a cada uno de los sucesos elementa-
les asaciados al experimento planteado.

8.6. El segmento de las probabilidades

Segin lo que acabamos de ver la probabilidad de un suceso vendra dada por
una fraccion cuyo numerador cs sicmpre menor que ¢l denominador y, por tan-
1o, ¢s sicmpre un nimero menor gue 1.

Ahora bien, tal resultado deberia de ser deducido del planteamiento de si-
tuaciones que confirmasen ese resultado genceral, He aqui una posible situacion
con ese objetivo:

Se lanza un dodecaedro que tiene un namero en cada cara, desde el 1 hasta el 12, Se toma como
resultado del lanzamienta aquel sobre el que se apoya el dodecaedro. éQué probabilidad hay de
que salga 157 éQué probabilidad hay de que salga uno de los 12 primeros ndmeros? {Qué praba-
bilidad hay de que salga un 5?

El lanzamicnto fisico repetido del dado dodecaédrico mostrard los resulta-
dos que se obtienen ¥, por tanto, no serd muy dificil que ¢l alumno intuya la
probabilidad del succso imposible {un posible enunciado de tal suceso es el que
aparece en la situacion planteada, va que es imposible que aparezea un name-
ro que no estd en el dado), que intuya también que la probabilidad del suceso
seguro ¢s 1 v que las demds probabilidades {aqui nos limitamos a los sucesos
clementales asociados al lanzamicnto) son siempre nimeros comprendidos en-
tre O v L.

Este resultado sobre las probabilidades se podria extender a cualquicr expe-
rimento alcatorio que se considerase y por ello se podria considerar un segmen-
to representativo de las probabilidades asociadas:

[ | | I
N ER | [
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Para dotar de sentido a otras probabilidades que se podrian dar, como aso-
ciadas al experimento planteado, se pucde intentar que los alumnos respondan
a preguntas multirespuesta como: qué suceso tendria una probabilidad muy
préxima a 13 Y un suceso con una probabilidad proxima a (2
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8.7. Comparacién de probabilidades

Ante la intaicién de la probabilidad que es posible consceguir en el nivel de
Primaria, conviene plantear situaciones que den lugar a una comparacion de
probabilidades. Una muestra de tales situaciones podria ser la siguiente:

Dispanemos de las tres urnas de la figura, Se saca una bola de cada urna, éen cudl hay mas pro-
babilidad de sacar bala blanca? La bola negra, dénde tiene mas prababilidades de ser obtenida,
ien la urna 2 o en la urna 37

®%

Ll planteamiento de estas situaciones debe estar acompanado por la realiza-
cion fisica, reperida en multiples ocasiones, va que asi s¢ dard una justificacion
practica a las respuestas que se intuyan a partir del concepto primario de proba-
bilidad al que se puede llegar en estas edades,

Es fundamental la gestion de una vartable didéctica como «la composicion de
las urnas a comparar», va que en cualquicr caso la comparacion tiene s6lo sen-
tido si se generan dudas razonables sobre los clementos a comparar, Desde este
punto de vista, serfa absurdo ¢l plantcamiento de una sitnacion de comparacion
de probabilidades entre dos urnas cuyo contenido fuese, por ejemplo: ¢n una 10
bolas rojas v 1 bola blanca v, en la otra, 1 bola blanca v 1 roja.

Actividad 7: Plantear otras preguntas de comparacion de probabilidades en la situacion de las tres ur-
nas dada en este enunciado.
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